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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Îáîáùåíèåì òåîðèè íåïðåðûâíûõ äðîáåé íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé çàíè-
ìàëèñü ìíîãèå ìàòåìàòèêè, íà÷èíàÿ ñ Ë. Ýéëåðà. Îäíî èç ñàìûõ óäà÷íûõ
áûëî ïðåäëîæåíî â êîíöå äåâÿòíàäöîòîãî âåêà Ã. Ìèíêîâñêèì è Ã.Ô. Âîðî-
íûì, íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Îíî îñíîâàíî íà ôóíäàìåíòàëüíîì ïîíÿòèè
�ëîêàëüíûé ìèíèìóì� ðåøåòêè. Ïîñòðîåíèå è àíàëèç àëãîðèòìîâ äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, à òàêæå èçó÷åíèå èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
� îäíà èç âàæíåéøèõ çàäà÷ â ãåîìåòðèè ÷èñåë è öåëî÷èñëåííîì ëèíåéíîì
ïðîãðàììèðîâàíèè.

Âïåðâûå ïîäîáíûå âîïðîñû áûëè èññëåäîâàíû â ðàáîòå Âàëåíà, îïóáëèêî-
âàííîé â 1893 ãîäó, äëÿ äâóìåðíûõ ðåøåòîê. Êðîìå òîãî, â ðàáîòàõ Â. Áûêîâ-
ñêîãî ýòè èññëåäîâàíèÿ íàøëè ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë,
ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ ñåòîê Êîðîáîâà. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ó ðåøåòîê, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ ñåòêè Êîðîáîâà, ëîêàëüíûå ìèíèìóìû îïðåäåëÿþò
âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë íà êëàññàõ ôóíêöèé ñ äîìèíè-
ðóþùåé ïðîèçâîäíîé. Òåì ñàìûì, àëãîðèòìè÷åñêèå àñïåêòû âûøåóïîìÿíó-
òûõ çàäà÷ ãåîìåòðèè ÷èñåë èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè êîíêðåòíûõ
îïòèìàëüíûõ ñåòîê Êîðîáîâà, îáåñïå÷èâàþùèõ íàèëó÷øóþ òî÷íîñòü ïðè âû-
÷èñëåíèè ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ.

Öåëü ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ðåøåòîê è èññëåäîâàíèå èõ âçàèì-
íîãî ðàñïîëîæåíèÿ.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ

Ïðè âûïîëíåíèè äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàëèñü òåîðèÿ âûïóêëîãî àíàëèçà,
ìåòîäû ãåîìåòðèè ÷èñåë, äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé, àíàëèòè÷åñêîé è âû-
÷èñëèòåëüíîé òåîðèè ÷èñåë.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

• Â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ
òðåõìåðíûõ ðåøåòîê ïîëó÷åí ÿâíûé âèä òðåõìåðíûõ îáëàñòåé Âàëåíà
ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ, ÷òî óòî÷íÿåò òåîðåìó Âàëåíà.

• Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé Â.À. Áûêîâñêèì òåîðåòè÷åñêîé ñõåìû ðàçðà-
áîòàí àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ öåëî÷èñëåííûõ
ðåøåòîê.

• Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà Áàõâàëîâà è îïòèìàëü-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûõ ñåòîê Êîðîáîâà ñ ïîìîùüþ
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ.

• Ïîñòðîåíà ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìó-
ìîâ, ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëÿòü ïàðàìåòð Áàõâàëîâà ïðèáëèæåííî è ñó-
ùåñòâåííî óñêîðèòü âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
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Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà

Îáëàñòè Âàëåíà ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Íà îñíîâå ïðåäëîæåí-
íîé Â.À. Áûêîâñêèì òåîðåòè÷åñêîé ñõåìû àâòîð ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçðàáîòàë
è îïòèìèçèðîâàë àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ öåëî-
÷èñëåííûõ ðåøåòîê, ïàðàìåòðà Áàõâàëîâà è îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûõ ñåòîê Êîðîáîâà. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñòðîåí-
íûõ àëãîðèòìîâ è âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû òàêæå âûïîëíåíû àâòîðîì.

Äîñòîâåðíîñòü

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ êîððåêòíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ ìå-
òîäîâ èññëåäîâàíèÿ, ñòðîãîñòüþ ïðîâåäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ ïðåäëàãàåìûõ
óòâåðæäåíèé, à òàêæå ñîïîñòàâëåíèåì ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå âû÷èñëè-
òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ çíà÷åíèé ïîãðåøíîñòåé êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ñî
çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ðàíåå äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû, ïîëó÷åííûå ïðè èññëåäîâàíèè âçàèìíîãî ðàñïîëîæå-
íèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê, íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õà-
ðàêòåð è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ãåîìåòðèè ÷èñåë, òåîðèè äèîôàíòîâûõ
ïðèáëèæåíèé è öåëî÷èñëåííîì ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè.

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ è îïòè-
ìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàíû íà ïðàê-
òèêå äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûõ ñåòîê.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà òðåõ Äàëüíå-
âîñòî÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ-ñåìèíàðàõ èìåíè Å.Â. Çîëîòîâà (Âëàäè-
âîñòîê, 2004; Õàáàðîâñê, 2005; Âëàäèâîñòîê, 2010), íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè
�Ñóïåðêîìïüþòåðû: âû÷èñëèòåëüíûå è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè� (Õà-
áàðîâñê, 2010), íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè �First Russia and
Paci�c Conference on Computer Technology and Applications� (Vladivostok,
2010), íà íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè �Ìàòåìàòè÷åñêîå, âû÷èñëèòåëü-
íîå è èíôîðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ñèñòåì�
(Êîìñîìîëüñê-íà-Àìóðå, 2010), íà ñåìèíàðå ÕÎ ÈÏÌ ÄÂÎ ÐÀÍ (Õàáàðîâñê,
2009).

Ïóáëèêàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ, óêàçàííûõ â
êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 71 ñòðàíèöå è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ (ñ
ðàçáèåíèåì íà ïàðàãðàôû) è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 32 íàèìåíîâàíèé. Ðàáîòà
âêëþ÷àåò 10 ðèñóíêîâ è 2 òàáëèöû.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ è ìîòèâèðîâêè âîïðîñîâ, èçó÷àåìûõ â
äèññåðòàöèè, à òàêæå ââîäÿòñÿ íåêîòîðûå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü {γ(1), . . . ,γ(s)} � s ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ òî÷åê èç Rs, ðàññìàòðè-

âàåìûå êàê ñòîëáöû íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû G = (γ(1) . . . γ(s)) = (γ
(j)
i ) ñ

γ
(j)
i ∈ R. Ìíîæåñòâî âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

Γ = Γ(G) =
{
γ = (γ1, . . . , γs) = m1γ

(1) + . . .+msγ
(s) | m1, . . . ,ms ∈ Z

}
íàçîâåì s-ìåðíîé ðåøåòêîé â Rs ñ áàçèñîì 〈γ(1), . . . ,γ(s)〉. Â ñëó÷àå åñëè

âñå ÷èñëà γ
(j)
i ÿâëÿþòñÿ öåëûìè, òî ðåøåòêà íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííîé.

Âåëè÷èíó D = D(Γ) = | det(G)| íàçîâåì îïðåäåëèòåëåì ðåøåòêè Γ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(Rs) ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåòîê â Rs, à ÷åðåç L∗(Rs) åãî

ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ðåøåòîê �îáùåãî ïîëîæåíèÿ�, ó êîòîðûõ äëÿ
ëþáîãî íåíóëåâîãî óçëà γ = (γ1, . . . , γs) âñå êîîðäèíàòû γi îòëè÷íû îò íóëÿ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íà êîîðäèíàòíûõ ãèïåðïëîñêîñòÿõ íåò íåíóëåâûõ óçëîâ Γ.

Íàçîâåì äâå ìàòðèöû G è G′ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäíà ïîëó÷àåòñÿ
èç äðóãîé ïóòåì êîìïîçèöèè íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà: 1) èçìåíåíèå
çíàêà ó ñòîëáöà èëè ñòðîêè; 2) ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòîëáöîâ èëè ñòðîê.

Íåíóëåâîé óçåë γ = (γ1, . . . , γs) íàçîâåì ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì ðå-
øåòêè Γ, åñëè íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî óçëà η = (η1, . . . , ηs) èç Γ, äëÿ êîòî-
ðîãî

|ηi| 6 |γi| äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s,

è ïðè ýòîì õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ s íåðàâåíñòâ ñòðîãîå.
Íàçîâåì ìàòðèöó G = (γ(1) . . . γ(s)) è îïðåäåëÿåìûé åþ áàçèñ

〈γ(1), . . . ,γ(s)〉 ìèíèìàëüíûìè, åñëè íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî óçëà η èç
Γ, äëÿ êîòîðîãî

|ηi| < max{|γ(1)
i |, . . . , |γ

(t)
i |} (i = 1, . . . , s).

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ðåøåòîê �îáùåãî ïîëîæåíèÿ� Γ ∈ L∗(Rs) êàæäûé óçåë
ìèíèìàëüíîãî áàçèñà äëÿ Γ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì ðåøåòêè. Èç
îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå ìàòðèöû (è ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì áàçèñû) ìèíèìàëüíû òîëüêî îäíîâðåìåííî.

Â ïåðâîé ãëàâå �Òðåõìåðíûå îáëàñòè Âàëåíà� èçó÷àåòñÿ âçàèìíîå ðàñ-
ïîëîæåíèå âåêòîðîâ ìèíèìàëüíûõ áàçèñîâ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê.

Ñîãëàñíî ðàáîòå Ìèíêîâñêîãî [1], íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà G, îïðåäåëÿþ-
ùàÿ áàçèñ ðåøåòêè Γ �îáùåãî ïîëîæåíèÿ�, ìèíèìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà îíà ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç ìàòðèö âèäà

MI =

x1 −y1 z1
x2 y2 −z2
x3 y3 z3

 , MII =

x1 −y1 −z1
x2 y2 −z2
x3 y3 z3

 (1)

1Minkowski H. Generalization de la theorie des fraction continues / H. Minkowski // Ann. Sci. �Ecole
Norm. Sup. � 1896. � Vol. 13, �2. � P. 41-60.
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ñ íåîòðèöàòåëüíûìè xi, yi, zi ∈ R, ó êîòîðûõ:
(i) max{x1, z1} 6 y1, max{y2, z2} 6 x2, max{x3, y3} 6 z3;

(ii) äëÿ ìàòðèöû MI (ïåðâûé òèï) âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç
íåðàâåíñòâ: z1 6 x1, y2 6 z2;

(iii) äëÿ ìàòðèöû MII (âòîðîé òèï) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà: y3 6
x3, x2 6 y2 + z2.

Ìàòðèöû âèäà (1) áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöàìè Ìèíêîâñêîãî, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà. Áàçèñ 〈γ(1),γ(2),γ(3)〉 ðåøåòêè Γ áóäåì íà-
çûâàòü áàçèñîì Ìèíêîâñêîãî, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìàòðèöà ýêâèâà-
ëåíòíà ìàòðèöå Ìèíêîâñêîãî.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì òåëå, äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà γ = (γ1, γ2, γ3) ðåøåòêè Γ ∈ L(R3)

|γ1γ2γ3| 6 D(Γ).

Èç ðàáîòû [2] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû óçëîâ
(
γ(i),γ(j)

)
áàçèñà Ìèí-

êîâñêîãî

min
{
|γ(i)

1 γ
(i)
2 γ

(i)
3 |, |γ

(j)
1 γ

(j)
2 γ

(j)
3 |
}

6
1

2
D(Γ).

Ýòî íåðàâåíñòâî íàçûâàþò òåîðåìîé Âàëåíà äëÿ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê.
Ïóñòü óçëû γ(1),γ(2),γ(3) ñîñòàâëÿþò áàçèñ Ìèíêîâñêîãî ðåøåòêè Γ. Â

ðàáîòå [3] äëÿ òàêèõ óçëîâ áûëî äîêàçàíî íåðàâåíñòâî

min
{
|γ(1)

1 γ
(1)
2 γ

(1)
3 |, |γ

(2)
1 γ

(2)
2 γ

(2)
3 |, |γ

(3)
1 γ

(3)
2 γ

(3)
3 |
}

6
1

3
D(Γ).

Íàêîíåö, â [4] ïîñëåäíÿÿ îöåíêà áûëà óñèëåíà â ñëåäóþùåì âèäå: äëÿ óçëîâ
γ(1),γ(2),γ(3), ñîñòàâëÿþùèõ áàçèñ Ìèíêîâñêîãî

|γ(1)
1 γ

(1)
2 γ

(1)
3 |+ |γ

(2)
1 γ

(2)
2 γ

(2)
3 |+ |γ

(3)
1 γ

(3)
2 γ

(3)
3 | 6 D(Γ).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû óòî÷íÿåì ïåðå÷èñëåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì òðåõìåðíûé âåêòîð

(x, y, z) =

(
|γ(1)

1 γ
(1)
2 γ

(1)
3 |

D(Γ)
,
|γ(2)

1 γ
(2)
2 γ

(2)
3 |

D(Γ)
,
|γ(3)

1 γ
(3)
2 γ

(3)
3 |

D(Γ)

)
,

ñîñòàâëåííûé èç äåëåííûõ íà îïðåäåëèòåëü ðåøåòêè àáñîëþòíûõ âåëè÷èí
ïðîèçâåäåíèé êîîðäèíàò áàçèñà Ìèíêîâñêîãî. Îáðàçû îòîáðàæåíèÿ

M → (x, y, z) =

(
x1x2x3

det(M)
,
y1y2y3

det(M)
,
z1z2z3

det(M)

)
2Áûêîâñêèé Â.À. Òåîðåìà Âàëåíà äëÿ äâóìåðíûõ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé / Â.À. Áûêîâñêèé // Ìàòåìà-

òè÷åñêèå çàìåòêè. � 1999. � T. 66, �1. � C. 30-37.
3Àâäååâà Ì.Î. Àíàëîã òåîðåìû Âàëåíà äëÿ ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæåíèé ïàðû ÷èñåë / Ì.Î. Àâäååâà,

Â.À. Áûêîâñêèé // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 2003. � Ò. 194, �7. � Ñ. 4-14.
4Àâäååâà Ì.Î. Óòî÷íåíèå òåîðåìû Âàëåíà äëÿ áàçèñîâ Ìèíêîâñêîãî òðåõìåðíûõ ðåøåòîê / Ì.Î. Àâ-

äååâà, Â.À. Áûêîâñêèé // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 2006. � Ò. 79, �2. � Ñ. 163-168.
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x

y

z

(x+ y)(x+ z)− x = 0

6

���
���

��:

27xyz + (y + z − x− 1)3 = 0

6

y =
z(1 + x− 3z)

x+ z
�����)

y =
(1 + x− z)2

8(x+ z)
�����)

y + z =
1
2

�
�

�
�

�
�
�=

y =
(1− x− z)2

8(z − x)
�

����

Ðèñ. 1. Îáëàñòü W ′
I

äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà M ïðîáåãàåò âñå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû Ìèíêîâñêîãî
ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåç VI(R3) è VII(R3) è íàçîâåì òðåõ-

ìåðíûìè îáëàñòÿìè Âàëåíà ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ′

I (ðèñ. 1) îáëàñòü â R3, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ òî÷åê
(x, y, z) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè x, y, z è x+ z 6 1, äëÿ êîòîðûõ:

1) y 6
x

x+ z
− x ïðè x > max{z,

√
z − z};

2) y 6 ψ(x, z) ïðè 0 6 x, z 6
1

4
; x 6

√
z − z; z 6

√
x(1 + 5x)− 2x;

3) y 6
z(1 + x− 3z)

x+ z
ïðè 0 6 x, z 6

1

4
;
√
x(1 + 5x)− 2x 6 z 6

1 + x

5
;

4) y 6
(1 + x− z)2

8(x+ z)
ïðè 0 6 x, z 6

1

2
; x 6 min{5z − 1, 1− 3z};

5) y 6
1

2
− z ïðè 0 6 x, z 6

1

2
; x 6 z; x > max{1− 3z, 3z − 1};

6) y 6
(1− x− z)2

8(z − x)
ïðè x 6 3z − 1,

ãäå ÷åðåç y0 = ψ(x, z) ìû îáîçíà÷èëè åäèíñòâåííîå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

f(y) = 27xyz + (y + z − x− 1)3 = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçW ′′
I îáëàñòü â R3, ïîëó÷åííóþ èçW ′

I ïóòåì öèêëè÷åñêîãî
ñäâèãà ïåðåìåííûõ (x, y, z), òàê ÷òî ïåðåìåííûì (x, y, z) (îáëàñòü W ′

I) ñîîò-
âåòñòâóþò ïåðåìåííûå (z, x, y) (îáëàñòü W ′′

I ). Òîãäà èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1. Îáëàñòü Âàëåíà VI(R3) åñòü îáúåäèíåíèå îáëàñòåé W ′
I è W

′′
I .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç WII (ðèñ. 2) îáëàñòü â R3, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ òî÷åê
(x, y, z) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè x, y, z, äëÿ êîòîðûõ:
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x

y

z

x+ y + z = 1
@
@
@
@R

x(1− 2x)2 + 4yz(1− 3x+ y + z) = 0
Q
Q

Q
Q
Q

Qk

Ðèñ. 2. Îáëàñòü WII

1) x+ y + z 6 1 ïðè y + z > 1/2;
2) x 6 ϕ(y, z) ïðè y + z < 1/2,
ãäå ÷åðåç x0 = ϕ(y, z) ìû îáîçíà÷èëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f(x) = x(1− 2x)2 + 4yz(1− 3x+ y + z) = 0,

ïðèíàäëåæàùåå îòðåçêó [4/9, 1/2]. Òîãäà ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Îáëàñòü Âàëåíà VII(R3) ñîâïàäàåò ñ WII .

Âî âòîðîé ãëàâå �Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ öå-
ëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê� ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà âû÷èñëå-
íèÿ ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê íà îñíîâå
ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå Â.À. Áûêîâñêîãî [5] òåîðåòè÷åñêîé ñõåìå. Êëþ÷åâóþ
ðîëü â âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìå èãðàþò ïðèâåäåííûå áàçèñû è êðàò÷àéøèå âåê-
òîðà ðåøåòîê, àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ êîòîðûõ îáñóæäàþòñÿ â îòäåëüíûõ
ïàðàãðàôàõ. Â êîíöå ãëàâû ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ïðî-
ãðàììíîé ðåàëèçàöèè ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ è îöåíèâàåòñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêîå âðåìÿ ðàáîòû.

Ïóñòü L: Zs → Zs ïðîèçâîëüíîå íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

m =

m1
m2
. . .
ms

→ L(m) =

L1(m)
L2(m)
. . . . . .
Ls(m)

 =

b11 b12 · · · b1s
b21 b22 · · · b2s
. . . . . . . . . . . . . . .
bs1 bs2 · · · bss


m1
m2
. . .
ms

 ,

ãäå
Li(m) = m1bi1 + . . .+msbis

5Áûêîâñêèé Â.À. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ðåøåòîê / Â.À. Áûêîâñêèé // Äî-
êëàäû ÐÀÍ. � 2004. � Ò. 399, �5. � Ñ. 587-589.
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ëèíåéíûå ôîðìû ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îíî îïðåäåëÿåò öåëî-
÷èñëåííóþ ðåøåòêó

Γ =
{
v = L(m) = m1b

(1) + . . .+msb
(s) | m1, . . . ,ms ∈ Z

}
â Rs ñ áàçèñîì 〈b(1), . . . , b(s)〉, ýëåìåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè ìàò-
ðèöû B = (bij) ñ bij ∈ Z. Îïðåäåëèòåëü ðåøåòêè Γ N = N(Γ) = | det(B)|.

Íàïîìíèì, ÷òî íåíóëåâîé óçåë v = (v1, . . . , vs) ðåøåòêè Γ â Rs íàçûâàåòñÿ
ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì, åñëè íå ñóùåñòâóåò äðóãîãî íåíóëåâîãî óçëà u =
(u1, . . . , us) ðåøåòêè Γ, äëÿ êîòîðîãî |ui| 6 |vi| äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s è ïðè
ýòîì õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ s íåðàâåíñòâ ñòðîãîå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

|||v||| =
s∏
i=1

max{1, |vi|}.

Ïî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî î âûïóêëîì òåëå, äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìó-
ìà v öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè Γ îïðåäåëèòåëÿ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|||v||| 6 N . Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî M(Γ) ëîêàëü-
íûõ ìèíèìóìîâ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè Γ êîíå÷íî. Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî,
÷òî äëÿ êîëè÷åñòâà åãî ýëåìåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

#M(Γ) 6 C(s)(logs−1N)

ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé C(s) è N > 1.
Ïóñòü Γ � öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà â Rs îïðåäåëèòåëÿ N . Îáîçíà÷èì

÷åðåç Ks(N) ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë K =
(k1, . . . , ks), äëÿ êîòîðûõ

k1 + . . .+ ks 6 s/2 + log2N

è ïðè ýòîì õîòÿ áû îäíî ki ðàâíî íóëþ. Êàæäîìó íàáîðó K èç Ks(N) ñîïî-
ñòàâèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

Q(K)(m1, . . . ,ms) =
s∑
i=1

(
Li(m)

2ki

)2

. (2)

Ïî îïðåäåëåíèþ, âåëè÷èíà

M (K)(Γ) = min
m∈Zs

m6=(0,...,0)

Q(K)(m)

åñòü ìèíèìóì Q(K)(m). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

M(Γ) =
⋃

K∈Ks(N)

{
L(m) |m ∈ Zs ; Q(K)(m) 6 4s ·M (K)(Γ)

}
.

6Áûêîâñêèé Â.À. Î ïîãðåøíîñòè òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë / Â.À. Áûêîâñêèé //
Äîêëàäû ÐÀÍ. � 2003. � T. 389, �2. � C. 154-155.
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Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå M(Γ) ⊂M(Γ).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ M(Γ)

äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîãî íàáîðà K ∈ Ks(N) ïåðåáðàòü âñå öåëî÷èñëåííûå
ðåøåíèÿ m = (m1, . . . ,ms) íåðàâåíñòâà Q

(K)(m) 6 4s ·M (K)(Γ) è âûáðàòü
ñðåäè âåêòîðîâ v = L(m) òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè
ðåøåòêè Γ.

Òàê âûãëÿäèò ñõåìà àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ïðåä-
ëîæåííàÿ â ðàáîòå Â.À. Áûêîâñêîãî [5]. Çàäà÷à íàñòîÿùåé ãëàâû çàêëþ÷àåòñÿ
â ðàçðàáîòêå è ðåàëèçàöèè ýòîãî àëãîðèòìà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèòü òîëüêî ñ öåëûìè ÷èñëàìè,
ìû äîìíîæàåì âûðàæåíèÿ âèäà (2) äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì Q(K)(m) íà
ìíîæèòåëè. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà K = (k1, . . . , ks) ∈ Ks(N) ìû îïðåäåëÿåì
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

Q(K)(m) =
s∑
i=1

(
2liLi(m)

)2

ãäå li = max{k1, . . . , ks} − ki. Âñå ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ áåç
èçìåíåíèé.

Âåëè÷èíà M (K)(Γ) äîñòèãàåòñÿ íà êðàò÷àéøåì íåíóëåâîì âåêòîðå íåêî-
òîðîé ðåøåòêè è ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì åãî äëèíû. Âû÷èñëåíèå êðàò÷àéøåãî
âåêòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëüíî íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó è èìååò òåñíóþ
ñâÿçü ñ íàõîæäåíèåì áàçèñîâ ðåøåòêè, ñîñòàâëåííûõ èç êîðîòêèõ âåêòîðîâ.

Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïåðå÷èñëåíèÿ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé m =
(m1, . . . ,ms) íåðàâåíñòâ

Q(K)(m) 6 4s ·M (K)(Γ) (3)

ìû èñïîëüçóåì áàçèñû ðåøåòîê, ñîñòîÿùèå èç êîðîòêèõ è ïî÷òè îðòîãîíàëü-
íûõ âåêòîðîâ. Òàêèå áàçèñû íàçûâàþòñÿ ïðèâåäåííûìè (reduced). Èì ñî-
îòâåòñòâóþò ïðèâåäåííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðè-
âåäåííûõ áàçèñîâ âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ (3) ïîêîîðäèíàòíî
îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé, íå çàâÿùåé îò ðàçìåðà çàäà÷è N (çàâèñÿùåé òîëüêî
îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà s).

Â ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå Â.À. Áûêîâñêîãî [5] ñõåìå àëãîðèòìà ïðåäëàãà-
åòñÿ èñïîëüçîâàòü áàçèñû ðåøåòîê, ïðèâåäåííûå ïî Ìèíêîâñêîìó. Îäíàêî,
âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ïðèâåäåííîãî ïî Ìèíêîâñêîìó áàçèñà
âîçðàñòàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà s. Ïîýòî-
ìó, ìû èñïîëüçóåì LLL-ïðèâåäåííûå áàçèñû, êîòîðûå ìîæíî âû÷èñëèòü çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â îòëè÷èå îò áàçèñà, ïðèâåäåííîãî ïî Ìèíêîâñêî-
ìó, LLL-ïðèâåäåííûé áàçèñ íå îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò ñðåäè ñâîèõ âåêòîðîâ
êðàò÷àéøèé âåêòîð ðåøåòêè, îäíàêî ïîçâîëÿåò àïïðîêñèìèðîâàòü åãî ñ òî÷-
íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 2(s−1)/2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðàò÷àéøåãî âåêòîðà ìû èñ-
ïîëüçóåì àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ Fincke-Pohst, êîòîðûé ïðèíèìàåò íà âõîäå
LLL-ïðèâåäåííûé áàçèñ.
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Îöåíèì âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà. Äëÿ êàæäîãî èç O(logs−1N) íàáîðîâ
K = (k1, . . . , ks) íàì òðåáóåòñÿ O(s4(s+logN)) âðåìåíè äëÿ ïîñòðîåíèÿ LLL-
ïðèâåäåííîãî áàçèñà è 2O(s2) âðåìåíè äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðàò÷àéøåãî âåêòîðà.
Òîãäà îáùåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ âûðàæåíèåì

O(logs−1N) ·
(
O(s4(s+ logN)) + 2O(s2)

)
. (4)

Â òðåòüåé ãëàâå �Ïàðàìåòð Áàõâàëîâà è îïòèìàëüíûå êîýôôèöè-
åíòû� ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìè-
íèìóìîâ ðåøåòêè ê íàõîæäåíèþ ïàðàìåòðîâ è îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûõ ñåòîê Êîðîáîâà. Äëÿ îïòèìèçàöèè âû÷èñëåíèé ââî-
äèòñÿ ïîíÿòèå ýëëèïòè÷åñêèõ ìèíèìóìîâ ðåøåòêè è ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì
äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ. Ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óñêîðèòü âû÷èñ-
ëåíèå îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Â êîíöå ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû
âû÷èñëåíèé îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ðàçìåðíîñòåé s = 2, 3.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ôóíêöèé íà åäèíè÷-
íîì s-ìåðíîì êóáå Gs = [0, 1]s èñïîëüçóþòñÿ êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû∫

Gs

f(x)dx =
1

N

N∑
k=1

f(x(k))−RN(f), (5)

ãäå N ∈ N. Òî÷êè x(1), . . . ,x(N) íàçûâàþòñÿ óçëàìè, èõ ñîâîêóïíîñòü �
ñåòêîé, à âåëè÷èíà RN(f) � ïîãðåøíîñòüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû.

Ïóñòü a1, . . . , as � öåëûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ ÍÎÄ(a1, . . . , as, N) = 1.
Í.Ì. Êîðîáîâ [7] ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûå ñåòêè

x(k) =

({
a1k

N

}
, . . . ,

{
ask

N

})
(k = 1, . . . , N) (6)

äëÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â åäèíè÷íîì s-ìåðíîì êóáå è
èìåþùèõ ïåðèîä 1 ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x1, . . . , xs.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =
∞∑

v1,...,vs=−∞
c(v) e2πi(v·x), ãäå c(v) =

∫
Gs

f(x) e−2πi(v·x) dx

ïðèíàäëåæèò êëàññó Eα
s , åñëè äëÿ åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

|c(v)| 6 C

|||v|||α
,

ãäå α > 1 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Äëÿ ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
(5) íà êëàññå Eα

s ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|RN(f)| 6 C
∑′

v∈Zn

N |a·v

1

|||v|||α
.

7Êîðîáîâ Í.Ì. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå êðàòíûõ èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè ÷èñåë /
Í.Ì. Êîðîáîâ // Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ. � 1957. � Ò. 115, �6. � Ñ. 1062-1065.
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Ñóììèðîâàíèå çäåñü âåäåòñÿ ïî âñåì íåíóëåâûì öåëî÷èñëåííûì ðåøåíèÿì
v = (v1, . . . , vs) ñðàâíåíèÿ

a1v1 + . . .+ asvs ≡ 0 (mod N). (7)

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì ÷òîáû íàéòè âåêòîð a = (a1, . . . , as), ìèíèìèçèðóþ-
ùèé ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè îöåíêè äëÿ |RN(f)|. Íàèáîëüøèå ñëàãàåìûå â ýòîé
ñóììå ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì v ñðàâíåíèÿ (7) ñ íàèìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè
|||v|||. Òàê âîçíèêàåò èäåÿ î íàõîæäåíèè âåêòîðà a, êîòîðûé äåëàåò âåëè÷èíó

q(a) = min
v∈Zn\{0}

a·v≡0 (mod N)

|||v||| (8)

êàê ìîæíî áîëüøå. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ a1, . . . , as íàçûâàþòñÿ îïòè-
ìàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïàðàìåòð q(a) (ïàðàìåòð Áàõâàëîâà),
îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì (8), áûë ïðåäëîæåí Í.Ñ. Áàõâàëîâûì [8] è õàðàê-
òåðèçóåò ðàâíîìåðíóþ ðàñïðåäåëåííîñòü óçëîâ ïàðàëëåëåïèïåäàëüíîé ñåòêè.

Íàçîâåì íåíóëåâîå öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå v = (v1, . . . , vs) ñðàâíåíèÿ (7)
ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò äðóãîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ
v′ = (v′1, . . . , v

′
s), òàêîãî ÷òî |v′i| 6 |vi| äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s è ïðè ýòîì õîòÿ áû

îäíî èç ýòèõ s íåðàâåíñòâ ñòðîãîå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðà
Áàõâàëîâà q(a) ìîæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûå ðåøåíèÿ,
êîëè÷åñòâî êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò O(logs−1N). Ýòî íàáëþäåíèå, ñäåëàííîå
Â.À. Áûêîâñêèì [5], ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà Áàõâà-
ëîâà ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûõ ðåøåíèé
ñðàâíåíèÿ (7).

Âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (7) ñîñòàâëÿþò íåêîòîðóþ öåëî-
÷èñëåííóþ ðåøåòêó Γ = Γ(a) â Rs îïðåäåëèòåëÿ N . Ëîêàëüíî ìèíèìàëüíûå
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè ðåøåòêè. Â ñâÿçè ñ ýòèì
ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî áîëåå îáùóþ çàäà÷ó � î âû÷èñëåíèè
ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ðåøåòêè Γ. Ïàðàìåòð Áàõâàëîâà

q(a) = q(Γ) = min
v∈M(Γ)

|||v|||.

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà (k1, . . . , ks) ìû ðàññìàòðèâàåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

Q(K)(m) =
s∑
i=1

(
2liLi(m)

)2
=

s∑
i=1

(
2livi

)2
= Q(K)(v).

Åå ìèíèìóì

M (K)(Γ) = min
m∈Zs

m6=(0,...,0)

Q(K)(m) = min
v∈Γ

v 6=(0,...,0)

s∑
i=1

(
2livi

)2
=

s∑
i=1

(
2livi

)2

8Áàõâàëîâ Í.Ñ. Î ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè êðàòíûõ èíòåãðàëîâ / Í.Ñ. Áàõâàëîâ // Âåñòí. Ìîñê.
óí-òà. Ñåð. Ìàòåì., ìåõ., àñòðîí., ôèç., õèì. � 1959. � �4. � Ñ. 3-18.
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äîñòèãàåòñÿ íà êðàò÷àéøåì âåêòîðå �ðàñòÿíóòîé� ðåøåòêè Γ(K) ñ êîîðäèíà-
òàìè

(
2l1v1, . . . , 2

lsvs
)
, îïðåäåëÿþùåì óçåë v èñõîäíîé ðåøåòêè Γ.

Â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (v1, . . . , vs) � óçëîâ ðåøåòêè Γ íåðàâåíñòâî

s∑
i=1

(
2livi

)2
6 M (K)(Γ)

îïðåäåëÿåò ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, �âûòÿíóòûé� âäîëü
íåêîòîðûõ êîîðäèíàòíûõ îñåé. Òîò ôàêò, ÷òî ôîðìà Q(K)(v) äîñòèãàåò ìè-
íèìóìà â óçëå v, ãîâîðèò î òîì ÷òî âíóòðè ýòîãî ýëëèïñîèäà íåò íåíóëåâûõ
óçëîâ ðåøåòêè Γ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ óçëà v (íàçîâåì òàêîé óçåë ýëëèïòè-
÷åñêèì ìèíèìóìîì ðåøåòêè Γ) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ëî-
êàëüíîãî ìèíèìóìà. Ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ âêëþ÷åíèåì âåêòîðà v â ñïèñîê
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ è íå ïåðåáèðàòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Fincke-Pohst
âñå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

Q
(K)
L (m) 6 4s ·M (K)(Γ).

Â ðåçóëüòàòå, ìû èçáàâèìñÿ îò ýêïîíåíöèàëüíîãî âêëàäà âî âðåìåíè ðàáî-
òû àëãîðèòìà (ñì. îöåíêó (4)), íî ïîëó÷èì ëèøü ìíîæåñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ

ìèíèìóìîâ M̃(Γ).
Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ïàðàìåòðà Áàõâàëîâà

q̃(Γ) = min
v∈M̃(Γ)

|||v|||

ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé s-ìåðíîé öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè Γ

q(Γ) 6 q̃(Γ) 6 8s/2q(Γ).

Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà Áàõâàëîâà
ìîæíî ñóùåñòâåííî óñêîðèòü âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äëÿ
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà S ðåøåòîê Γ âû÷èñëåíèå

Q(S) = max
Γ∈S

q(Γ)

ìîæíî îðãàíèçîâàòü â äâà øàãà. Ó÷èòûâàÿ òîëüêî ýëëèïòè÷åñêèå ìèíèìóìû,
ñ ïîìîùüþ �áûñòðîãî� âàðèàíòà àëãîðèòìà íàõîäèì çíà÷åíèå

Q̃(S) = max
Γ∈S

q̃(Γ).

Çàòåì äëÿ íåáîëüøîãî ÷èñëà �ýêñòðåìàëüíûõ� ðåøåòîê Γ ∈ S, íà êîòîðûõ äî-
ñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì Q̃(S), âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ q(Γ), ó÷èòûâàÿ âñå ëîêàëüíûå
ìèíèìóìû. Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîé �ýêñòðåìàëüíîé� ðåøåòêè Γ âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî q(Γ) = q̃(Γ), òî âû÷èñëåííûé íà ïåðâîì øàãå ìàêñèìóì Q̃(S) ñîâ-
ïàäàåò ñ èñêîìûì çíà÷åíèåì Q(S). ×èñëà a1, . . . , as, îïðåäåëÿþùèå ëþáóþ
�ýêñòðåìàëüíóþ� ðåøåòêó Γ, áóäóò îïòèìàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
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Ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèé ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðå-
ìÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïåðåáîð âñåõ ëîêàëüíûõ ìè-
íèìóìîâ ìû îñóùåñòâëÿåì òîëüêî äëÿ íåáîëüøîãî ÷èñëà �ýêñòðåìàëüíûõ�
ðåøåòîê, â òî âðåìÿ êàê äëÿ îñòàëüíûõ ðåøåòîê ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì ëèøü ýëëèïòè÷åñêèõ ìèíèìóìîâ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íàáîðàK ∈ Ks(N) LLL-ïðèâåäåííûé áàçèñ ñîîòâåòñòâó-
þùåé �ðàñòÿíóòîé� ðåøåòêè Γ(K) íå âñåãäà ñîäåðæèò ñðåäè ñâîèõ ýëåìåíòîâ
êðàò÷àéøèé âåêòîð ðåøåòêè Γ(K), îïðåäåëÿþùèé ýëëèïòè÷åñêèé ìèíèìóì v
èñõîäíîé ðåøåòêè Γ. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ LLL-ïðèâåäåííûå áàçèñû, ìû ìî-
æåì óïóñòèòü íåêîòîðûå ýëëèïòè÷åñêèå ìèíèìóìû. Îäíàêî, ýòî íå ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííûì. Îñíîâíàÿ èäåÿ ðàññìîòðåííîé ñõåìû ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè

max
Γ∈S

q(Γ),

ó÷èòûâàÿ òîëüêî âåêòîðà íåêîòîðîãî ëåãêî âû÷èñëÿåìîãî ïîäìíîæåñòâà ìíî-
æåñòâà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ (íàïðèìåð, ìíîæåñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ ìèíè-
ìóìîâ) è ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêè òîãî ÷òî äëÿ �ýêñòðåìàëüíûõ� ðåøåòîê çíà-
÷åíèå q(Γ) íå óìåíüøàåòñÿ ïðè ó÷åòå âñåõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ.

Â êîíöå òðåòüåé ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé îïòèìàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ðàçìåðíîñòåé s = 2, 3. ÏóñòüN = 2r, ãäå r � íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Íàèáîëåå ïðèâëåêàòåëüíû ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïàðàëëåëåïè-
ïåäàëüíûå ñåòêè âèäà (6) ñ êîýôôèöèåíòàìè ai = li−1 mod N (1 6 i 6 s), ãäå
öåëîå l ïðèíèìàåò íå÷åòíûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî 2r−1 − 1.

Â ýòîì ñëó÷àå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ v = (v1, . . . , vs) ñðàâíåíèÿ (7)
ñîñòàâëÿþò öåëî÷èñëåííóþ ðåøåòêó Γ2r(l) îïðåäåëèòåëÿ N ñ áàçèñîì

B2r =

N −a2 · · · −as
0 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1

 .

Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà l, äëÿ êîòîðîãî âå-
ëè÷èíà q(Γ2r(l)) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ

max
l
q(Γ2r(l)).

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàñ-
ñìîòðåííûõ â ðàáîòå àëãîðèòìîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ C++. Äëÿ ðàáîòû ñ áîëüøèìè ÷èñëàìè èñïîëüçóåòñÿ áèáëèîòåêà NTL
(Number Theory Library). Äëÿ ëó÷øåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè áèáëèîòåêà NTL
èñïîëüçóåòñÿ âìåñòå ñ GMP (GNU Multi-Precision library). Ðàçðàáîòàíà ïðî-
ãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðôåéñà MPI (Message
Passing Interface). Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà Linux êëà-
ñòåðå â Èíñòèòóòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå ÄÂÎ ÐÀÍ â ãîðîäå Âëàäèâîñòîêå.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-
ëþ Â.À. Áûêîâñêîìó çà âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó íà âñåõ ýòàïàõ âûïîëíåíèÿ
ðàáîòû.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

• Ïîëó÷åí ÿâíûé âèä òðåõìåðíûõ îáëàñòåé Âàëåíà ïåðâîãî è âòîðîãî òè-
ïîâ, ÷òî óòî÷íÿåò òåîðåìó Âàëåíà.

• Ïðè íàõîæäåíèè îáëàñòåé Âàëåíà ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà, ïîçâîëÿþùàÿ
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